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Экзамен -экспериментальная работа на выбор. 
Описание может включать видео, фотографии, скетчи, 

формулы – на ваше усмотрение. Опишите наблюдаемые 
явления и попробуйте объяснить их.

1. Найдите водоем не меньше 4-5 метров в диаметре. Дождитесь 
безветренной погоды, чтобы поверхность воды была спокойной. 
Бросьте в воду небольшой камешек (меньше 3 см). Опишите и 
объясните, что происходит с поверхностью воды со временем.

2. Найдите раковину с краном и плоским дном. Откройте кран сначала со 
слабой струей, потом все сильнее и сильнее. Опишите, что происходит 
со струей и что происходит с водой, растекающейся по дну раковины.

Удачи!



Почему мы часто видим периодические волны на воде и так редко слышим чистую ноту?





Почему волны на воде часто неодинаковые и непрямые? 



Бросая в воду камешки, смотри на круги, ими образуемые; 

иначе такое бросание будет пустой забавою.



Почему короткие и длинные волны
бегут вместе?



Как устроен след от корабля?



Почему одни волны большие, 
а другие очень большие?





Страничка для филологов.
Поэты о волнах и волнении

Дума за думой, волна за волной –

Два проявленья стихии одной:

В сердце ли тесном, в безбрежном ли море,

Здесь – в заключении, там – на просторе –

Тот же всё вечный прибой и отбой,

Тот же всё призрак тревожно-пустой.

Федор Тютчев

----------------------------------------------

Бежит волна-волной, волне хребет ломая,

Кидаясь на луну в невольничьей тоске,

И янычарская пучина молодая,

Неусыпленная столица волновая,

Кривеет, мечется и роет ров в песке...

Осип Мандельштам
---------------------------------------------------

https://rvb.ru/20vek/mandelstam/dvuhtomnik/02comm/0253.htm#c1


... Там, в стороне от нас, от мира в стороне

Волна идет вослед волне о берег биться,

А на волне звезда, и человек, и птица,

И явь, и сны, и смерть - волна вослед волне.

Арсений Тарковский

Волнение чернеющей листвы,

Волненье душ и невское волненье,

И запах загнивающей травы

И облаков белесое гоненье,

И странная вечерняя тоска,

Живущая и замкнуто и немо,

И ровное дыхание стиха,

Нежданно посетившее поэму...

И Бродский

https://www.youtube.com/watch?v=jMODa-k7STc


Английский
Wave – волна, махать.

Французский
Vague – волна, неясность.

Иврит
גל – волна, куча.

Украинский
Хвиля – волна, хвилина – минута.



...That wave's been standing off this jut of shore --'

The black stream, catching a sunken rock,

Flung backward on itself in one white wave,

And the white water rode the black forever...

Speaking of contraries, see how the brook

In that white wave runs counter to itself.

It is from that in water we were from

Long, long before we were from any creature...

It is this backward motion toward the source,

Against the stream, 

that most we see ourselves in,

The tribute of the current to the source.

Robert Frost



Кстати, зачем нам два уха?
А два глаза?





Звук
Как угадать закон распространения?
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𝜔 = 𝑘 ൗ𝜕𝑃
𝜕𝜌 = 𝑐𝑘.







Динамика сплошной среды: уравнения Эйлера и непрерывности



Как вычислить ускорение частицы жидкости, если известно поле 
скорости как функция координат и времени v(r,t)?

?







Как связать вариации давления и плотности?

Если амплитуда колебаний 𝑎 мала по сравнению с масштабом изменения скорости 𝑙, то 𝜕𝑣/
𝜕𝑡~ 𝑣2/𝑎, в то время как (𝑣𝛻)𝑣 ~𝑣2/𝑙, так что можно пренебречь нелинейным членом и ∂v/∂t = 
−∇W. Взяв ротор от этого соотношения, получим сохранение rot v, среднее

от которого должно отсутствовать для осцилляторного движения, так что rot v=0 и
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Для домашнего рассмотрения
Бум! в d-мерном пространстве.
Обозначим 𝑡 = 𝑖 Τ𝑥𝑑+1 𝑐

−
𝜕2

𝑐2𝜕𝑡2
+

𝜕2

𝜕𝑥1
2 +⋯+

𝜕2

𝜕𝑥𝑑
2 𝜑 = 𝑓 𝒙𝑑 𝑔(𝑡)

𝜕2

𝜕𝑥1
2 +⋯+

𝜕2

𝜕𝑥𝑑+1
2 𝜑 = ∆𝑑+1𝜑 = ℎ(𝒙𝑑+1)



Плотность потока энергии – это мощность, падающая на единицу площади.



Откуда децибелы?

Чтобы меньше пугаться рева близкого медведя 
и лучше слышать журчание далекого ручья, 
наше ухо усиливает тихие и подавляет громкие звуки. 

В результате, в мозг посылается сигнал, 
пропорциональный логарифму интенсивности.

Нормальный разговор 50-60 децибел, рок-концерт 100.

q=P’v

сигнал



Акустическое возмущение в конечном объеме, не ограниченном стенками,

имеет ненулевой импульс



Стоксов дрейф

Рассмотрим поле скорости как монохроматическую волну с данными частотой и волновым 

вектором: v(x, t) = v0 sin(kx−ωt). Координата частицы жидкости X(t) удовлетворяет уравнению

Это нелинейное уравнение – как его решить?



Стоксов дрейф

Рассмотрим поле скорости как монохроматическую волну с данными частотой и волновым 

вектором: v(x, t) = v0 sin(kx−ωt). Координата частицы жидкости X(t) удовлетворяет уравнению

Это нелинейное уравнение – как его решить?

В задаче три параметра 𝑢, 𝑘, 𝜔 и две размерности, см и сек, так что можно составить один 

безразмерный параметр 
𝑢𝑘

𝜔
. Его смысл отношение скорости жидкости к скорости проходящей 

через нее волны. Если это отношение мало, каждая частица жидкости не успевает сильно 

сместиться за период волны, и это малое смещение можно описать итерациями: в нулевом 

приближении считать частицу неподвижной и брать скорость в этой точке для вычисления 

смещения в первом приближении, и т. д.



Стоксов дрейф

Рассмотрим поле скорости как монохроматическую волну с данными частотой и волновым 

вектором: v(x, t) = v0 sin(kx−ωt). Координата частицы жидкости X(t) удовлетворяет уравнению

Решая итерациями X(t) =X0 + X1(t) + X2(t) + . . ., получим ሶ𝑋1 = 𝑢 sin(𝑘𝑋0 − 𝜔𝑡), что дает 

Что мы видим?



Стоксов дрейф

Рассмотрим поле скорости как монохроматическую волну с данными частотой и волновым 

вектором: v(x, t) = v0 sin(kx−ωt). Координата частицы жидкости X(t) удовлетворяет уравнению

Это нелинейное уравнение, которое можно решить итерациями X(t) =X0 + X1(t) + X2(t) + . . .,





Конус Маха

бум! в движущейся среде



бум, бум, бум…



Длина волны короче перед источником и длиннее

позади него. 

А частота?

Частота = скорость/длину волны



ветер



А если источник движется?

ветер





эффект Доплера и конус Маха
https://www.youtube.com/watch?v=-Zu5SGllmwc

https://www.youtube.com/watch?v=-Zu5SGllmwc


Какого цвета далекие звезды?
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Какого цвета далекие звезды?



Как связан сдвиг частоты со скоростью отражателя ? 

Обсудим теперь отражение звука от движущегося объекта.



Вообразим источник излучающий максимумы волны каждую секунду, так 

что расстояние между ними c. Они приходят на отражатель каждые c/(c + v) 
секунды, за это время отражатель успевает сдвинуться, так что каждый 

следующий отражается ближе к источнику и расстояние между максимумами 

(длина волны) после отражения есть c(c − v)/(c + v). Импульсы возвращаются 

к источнику со скоростью c каждые (c − v)/(c + v) секунды. Иными словами, 

поделив длину волны на скорость, получили период.

Неподвижный доплеровский радар излучает волну частоты ω в направлении 

отражателя (нашей машины), приближающейся со скоростью v. В системе 

отсчета машины волна падает и отражается с частотой ω(1+v/c); а вот 

неподвижный приемник принимает от движущегося источника волну с 

частотой, умноженной на дополнительный множитель 1/(1 − v/c), так что 

принимаемая частота есть ω(c+v)/(c−v).



𝑒𝑖𝑘𝑟−𝑖𝜔𝑡 = 𝑒𝑖𝑘(𝑟
′+𝑣𝑡)−𝑖𝜔𝑡 = 𝑒𝑖𝑘(𝑟

′−𝑐𝑡)

В системе приемника                                                    В среде                                  



Take-home lessons about linear acoustics

𝜔2 = 𝑐2𝑘2

𝜑 = 𝑒𝑖𝑘𝑟−𝑖𝜔𝑡 = 𝑒𝑖𝑘(𝑟−𝑐𝑡)

𝜔 = ±𝑐𝑘

𝜑𝑡𝑡 = 𝑐2∆𝜑

𝑒𝑖𝑘(𝑟+𝑐𝑡)

𝜑 = 𝑒𝑖𝑘𝑟−𝑖𝜔𝑡



Нелинейная волна

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −

1

𝜌

𝑑𝑝

𝑑𝑥
,



звук пушечного залпа распространяется быстрее, чем команда «пли»











Уравнение Бюргерса







Стационарная бегущая волна

−𝑤𝑢ξ + 𝑢𝑢ξ = ν𝑢ξξ



Стационарная бегущая волна

−𝑤𝑢ξ + 𝑢𝑢ξ = ν𝑢ξξ





Диспергирующие волны

𝜔2 = 𝑔𝑎λ𝑏



Диспергирующие волны

𝜔2 = 𝑔λ−1



Диспергирующие волны

𝜔2 = λ−?(𝛼/𝜌)

Если же сила поверхностного натяжения доминирует, то, помимо коэффициента 

поверхностного натяжения α (с размерностью сила/длину=грамм/c2), должна также 

входить плотность жидкости ρ, характеризующая инерцию. В этом случае имеется 

четыре величины, ω, λ,α, ρ, и три размерности грамм, сантиметр и секунда, так что

выражение для частоты (с точностью до безразмерного параметра)



Диспергирующие волны

𝜔2 = λ−3(𝛼/𝜌)

Если же сила поверхностного натяжения доминирует, то, помимо коэффициента 

поверхностного натяжения α (с размерностью сила/длину=грамм/c2), должна также 

входить плотность жидкости ρ, характеризующая инерцию. В этом случае имеется 

четыре величины, ω, λ,α, ρ, и три размерности грамм, сантиметр и секунда, так что

выражение для частоты (с точностью до безразмерного параметра)



Гравитационные волны на поверхности

Жидкость несжимаемая: ρ=const

𝑑𝑖𝑣 𝑣 = 𝑑𝑖𝑣𝛻𝜑 = ∆𝜑 = 0

∆𝜑 = 𝜑𝑥𝑥 + 𝜑𝑧𝑧 = 0

Внутри жидкости

Если sin(x), то должно быть exp(z)



Гравитационные волны на поверхности

∆𝜑 = 𝜑𝑥𝑥 + 𝜑𝑧𝑧 = 0

На поверхности жидкости



Гравитационные волны на поверхности

∆𝜑 = 𝜑𝑥𝑥 + 𝜑𝑧𝑧 = 0

На поверхности жидкости



Гравитационные волны на поверхности







Гравитационные волны на мелкой воде 
имеют акустический закон дисперсии

𝑘ℎ → 0





Волны на мелкой воде опрокидываются как и звук







Во втором порядке бегущая волна имеет ненулевой импульс и 

сопровождается средним дрейфом, называемый стоксовым.

𝑣𝑥 ≈ −𝑢 sin 𝑘𝑥0 − 𝜔𝑡 − 𝑘𝑢(𝑥 − 𝑥0) cos(𝑘𝑥 − 𝜔𝑡) − 𝑘𝑢(𝑧 − 𝑧0) sin(𝑘𝑥 − 𝜔𝑡) .



Стоксов дрейф для гравитационных волн на глубокой воде
https://youtu.be/oPplzgEcyGc Если утекает, откуда

притекает?

https://youtu.be/oPplzgEcyGc


Во втором порядке бегущая волна имеет ненулевой импульс и 

сопровождается средним дрейфом, называемый стоксовым.

В глубоком бассейне конечной длины поверхностный дрейф должен компенсироваться 

противотоком у дна. Если же глубина небольшая, то течения у поверхности и дна 

разделить невозможно, так что распространение волны на мелкой воде может и не 

сопровождаться течением, в точности как для звука.





Капиллярные волны



Капиллярные волны



Капиллярные волны

Как видно, существует волновое число 

отделяющее длинные гравитационные волны от коротких 

капиллярных. Для воды

Теперь мы можем ответить на вопрос: 

Почему вода выливается из перевернутого стакана?



Капиллярные волны

Почему вода выливается из перевернутого стакана?

Вопрос кажется дурацким только необразованному человеку. Образованные люди 

знают, что атмосферное давление при нормальных условиях порядка 𝑃 = 105ньютон 

на квадратный метр, что достаточно, чтобы удержать до P/ρg =10 метров столба

воды.4 Так что если бы поверхность жидкости оставалась плоской, то атмосферное 

давление легко удержало бы воду в стакане. Однако при отрицательной силе тяжести 

частота становится мнимой, 

что значит, что плоская поверхность неустойчива:
𝑒−𝑖𝜔𝑡



А почему из стакана выливается, а из 
узкого капилляра нет?



А почему из стакана выливается, а из 
узкого капилляра нет?

Если вместо стакана узкий капилляр с диаметром 

меньше λ∗, то неустойчивая мода не поместится и 

вода не вытечет.











Групповая скорость волн на поверхности жидкости

𝜔 = 𝑔𝑘 + 𝑘3𝛼/𝜌

𝑑𝜔

𝑑𝑘
=

𝑔 + 3𝑘2𝛼/𝜌

2 𝑔𝑘 + 𝑘3𝛼/𝜌



Групповая скорость волн на поверхности жидкости

𝜔 = 𝑔𝑘 + 𝑘3𝛼/𝜌

𝑑𝜔

𝑑𝑘
=

𝑔 + 3𝑘2𝛼/𝜌

2 𝑔𝑘 + 𝑘3𝛼/𝜌





Рассмотрим теперь начальное возмущение, локализованное в пространстве. Ему соответствует широкое 

распределение в k-пространстве, так что фазы многих гармоник коррелированы для создания 

конструктивной интерференции внутри узкой области и взаимного погашения снаружи. Для

диспергирующих волн (ω’’= 0) с течением времени гармоники разбегаются и через некоторое время в 

разных местах будут наблюдаться периодические волны с разными длинами. Действительно, для данного x, 
t главный вклад в интеграл (3.19) дается экстремумом экспоненты, т. е. условием стационарной фазы dω/dk
= x/t: гармоники с такими волновыми векторами

имеют близкие фазы и складываются, а вклады остальных гармоник взаимно погашаются. 

Иными словами, волна с волновым числом k наблюдается в месте, движущемся с групповой скоростью 

dω/dk .

Рассмотрим точку, где

Это точка является каустикой — границей между областями 

с двумя группами волн и без волн совсем.



Фазовая и групповая скорости 
1 Сумма двух волн 

https://youtu.be/tlM9vq-bepA

https://youtu.be/tlM9vq-bepA


Фазовая и групповая скорости 
2 Произведение двух волн

https://www.youtube.com/watch?v=uii9clp_DSg&feature=youtu.be

https://www.youtube.com/watch?v=uii9clp_DSg&feature=youtu.be


Возбуждение волн
Источник волн, движущийся относительно жидкости, может возбуждать стационарную волну, если проекция 

относительной скорости источника V на направление распространения волны равна фазовой скорости или групповой 

скорости?



Возбуждение волн
Источник волн, движущийся относительно жидкости, может возбуждать стационарную волну, если проекция 

относительной скорости источника V на направление распространения волны равна фазовой скорости c(k) = ω(k)/k.

Например, если источник создает возвышение поверхности жидкости, то он должен все время

совпадать с одним из горбов волны, которые все двигаются с фазовой скоростью. Условие V cos θ = c, необходимое для 

генерации стационарной волны, является аналогом критерия Ландау возбуждения возмущений в сверхтекучей жидкости 

и резонансного условия 

для генерации излучения Вавилова – Черенкова частицами, 

движущимися быстрее света в среде. 



Возбуждение волн
Источник волн, движущийся относительно жидкости, может возбуждать стационарную волну, если проекция 

относительной скорости источника V на направление распространения волны равна фазовой скорости c(k) = ω(k)/k.

Например, если источник создает возвышение поверхности жидкости, то он должен все время

совпадать с одним из горбов волны, которые все двигаются с фазовой скоростью. Условие V cos θ = c, необходимое для 

генерации стационарной волны, является аналогом критерия Ландау возбуждения возмущений в сверхтекучей жидкости 

и резонансного условия 

для генерации излучения Вавилова – Черенкова частицами, 

движущимися быстрее света в среде. 

Для волн на глубокой воде условие резонанса означает, что 

скорость источника V должна превышать минимальную 

фазовую скорость 𝑐(𝑘0). 

Минимальная фазовая скорость 

определяет пороговую скорость для генерации волн. 

Минимальная групповая скорость 

определяет что?



Возбуждение волн
Источник волн, движущийся относительно жидкости, может возбуждать стационарную волну, если проекция 

относительной скорости источника V на направление распространения волны равна фазовой скорости c(k) = ω(k)/k.

Например, если источник создает возвышение поверхности жидкости, то он должен все время

совпадать с одним из горбов волны, которые все двигаются с фазовой скоростью. Условие V cos θ = c, необходимое для 

генерации стационарной волны, является аналогом критерия Ландау возбуждения возмущений в сверхтекучей жидкости 

и резонансного условия 

для генерации излучения Вавилова – Черенкова частицами, 

движущимися быстрее света в среде. 

Для волн на глубокой воде условие резонанса означает, что 

скорость источника V должна превышать минимальную 

фазовую скорость 𝑐(𝑘0). 

Минимальная фазовая скорость 

определяет пороговую скорость для генерации волн. 

Минимальная групповая скорость 

определяет скорость каустики.





Волны от корабля
Источник волн, движущийся относительно жидкости, может возбуждать стационарную волну, если проекция 

относительной скорости источника V на направление распространения волны равна фазовой скорости c(k) = ω(k)/k.

Длина волны, уходящей под углом θ к движению корабля, задается условием V cos θ = c(k), необходимым, чтобы нос 

корабля все время 

оставался на гребне волны. 

Это условие означает, что волны разных длин 

распространяются под разными углами 

в интервале −π/2 < θ < π/2. 

θ



Волны от корабля
Источник волн, движущийся относительно жидкости, может возбуждать стационарную волну, если проекция 

относительной скорости источника V на направление распространения волны равна фазовой скорости c(k) = ω(k)/k.

Длина волны, уходящей под углом θ к движению корабля, задается условием V cos θ = c(k), необходимым, чтобы нос 

корабля все время 

оставался на гребне волны. 

Это условие означает, что волны разных длин 

распространяются под разными углами 

в интервале −π/2 < θ < π/2. 

Подобно рассмотрению конуса Маха, найдем 

геометрическое место точек, куда придут волны, 

возбужденные кораблем в точке A к тому времени, 

когда сам корабль сместится в точку B



Звук, изотропно возбуждаемый          Волны от корабля, длина
источником движущимся со                 волны (и скорость) которых
сверхзвуковой скоростью                      зависят от направления
конус Маха                                                 угол Кельвина 



Волны от корабля
Гравитационные волны распространяются от источника с групповой скоростью c(k)/2 = V cos θ/2. 
Самая быстрая волна бежит вслед за кораблем (θ = 0) с групповой скоростью, равной половине скорости корабля, и 

достигает Aтакой, что AA’= AB/2.



Волны от корабля
Гравитационные волны распространяются от источника с групповой скоростью c(k)/2 = V cos θ/2. 
Самая быстрая волна бежит вслед за кораблем (θ = 0) с групповой скоростью, равной половине скорости корабля, и 

достигает Aтакой, что AA’= AB/2.

Волна, бегущая под углом θ, достигает точки E такой, 

что AE = A’Acos θ, что означает, что угол A’EAпрямой. 

Множество точек E, соответствующим всем 

углам −π/2 < θ < π/2, составляет круг диаметрa A A’, 
что и есть геометрическое место точек, достигнутых 

волнами, излученными из A под разными углами. 

Поскольку OC = OA= OB/3, все волны, возбужденные

до того, как корабль достиг B, находятся внутри 

клина Кельвина с углом ϕ = arcsin(1/3).

Замечательно, что угол Кельвина не зависит от скорости 

корабля, в отличие от конуса Маха.



Волны от корабля
Опишем теперь форму линий постоянной фазы (гребней и впадин). Они возникают в результате сложения волн, 

излученных в разные моменты под разными углами. Рассмотрим точку E, находящуюся на гребне волны, излученной из 

точки X = BA и распространяющейся под углом θ. Для разных точек гребня (например, от E к D) разными являются точка 

излучения X и угол θ, но должна оставаться неизменной фаза, 

то есть время с момента излучения. Пока корабль прошел X, волна прошла (X cos θ)/2.
Изменение проходимого волной расстояния 

d(X cos θ)/2 = dX cos θ/2 − X sin θdθ/2, деленное 

на фазовую скоростью V cos θ, дает изменение

времени прохождения волны, которое должно 

равняться времени движения корабля dX/V. 

Уравнение dX = −X tg θdθ имеет решение X = X1 cos θ,

которое связывает координату источника X с углом 

распространения θ, Разные константы

интегрирования X1 соответствуют разным гребням. 

Координаты E в системе координат с началом в B есть





А почему здесь волны не 
ограничены углом Кельвина?



А почему здесь волны не 
ограничены углом Кельвина?

Короткие волны ограничены, 
а длинные - нет.



А почему здесь волны не 
ограничены углом Кельвина?

Короткие волны ограничены, 
а длинные - нет.

Причина – в конечной глубине 
жидкости. Волны длиннее 
глубины выходят наружу.



Максимум волновой амплитуды соответствует волне, 
половина длины волны которой порядка длины корабля.



Нелинейные волны

=−𝑖
𝜕𝐻

𝜕𝑎𝑘
∗

𝐻2 =෍
𝑘
𝜔𝑘|𝑎𝑘|

2

А как будет выглядеть первый нелинейный член в гамильтониане?



Нелинейные волны

=−𝑖
𝜕𝐻
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Дельта-функции выражают сохранение импульса и возникают из-за однородности пространства. 
Действительно, 𝐻2 и 𝐻3 являются соответственно фурье-представлениями интегралов типа

Для того чтобы проявить физический смысл отдельных членов гамильтониана, запишем 
следующее из него уравнение движения (куда мы также включили линейное затухание, 
что следует делать всегда, когда возможны резонансы):







Если все трех-волновые распады 1 → 2+3 нерезонансны, то 
таковыми являются и четырех-волновые распады 1 → 2+ 3+ 4. 
Единственное, что остается, — это рассеяние пар 1+2 → 3+4, 
для которого всегда можно найти резонансные волны. 
Рассеяние описывается гамильтонианом:







Γ − 𝑖Ω1 + 𝛾1 + 𝚤𝜔1 𝑎1 exp Γ𝑡 − 𝑖Ω1𝑡 + 2𝚤𝑉𝑘12𝐴𝑎2 exp Γ𝑡 + 𝑖Ω2𝑡 − 𝚤𝜔𝑘𝑡 = 0,

Γ − 𝑖Ω2 + 𝛾2 + 𝚤𝜔2 𝑎2 exp Γ𝑡 − 𝑖Ω1𝑡 − 2𝚤𝑉𝑘12𝐴𝑎1exp(Γ𝑡 + 𝑖Ω1𝑡 − 𝚤𝜔𝑘𝑡) = 0.



Γ − 𝑖Ω1 + 𝛾1 + 𝚤𝜔1 𝑎1 exp Γ𝑡 − 𝑖Ω1𝑡 + 2𝚤𝑉𝑘12𝐴𝑎2 exp Γ𝑡 + 𝑖Ω2𝑡 − 𝚤𝜔𝑘𝑡 = 0,

Γ − 𝑖Ω2 + 𝛾2 + 𝚤𝜔2 𝑎2 exp Γ𝑡 − 𝑖Ω1𝑡 − 2𝚤𝑉𝑘12𝐴𝑎1exp(Γ𝑡 + 𝑖Ω1𝑡 − 𝚤𝜔𝑘𝑡) = 0.





Пример параметрической неустойчивости.
Фарадей обнаружил, что если трясти вертикально сосуд
с жидкостью, то в нем возбуждается стоячая волна 
(𝑘1 = −𝑘2) с частотой, равной половине частоты тряски
параметр, меняемый периодически, —
это ускорение силы тяжести g. 



Пример параметрической неустойчивости.

Фарадей обнаружил, что если трясти вертикально сосуд с 
жидкостью, то в нем возбуждается стоячая поверхностная волна 
(𝑘1 = −𝑘2) с частотой, равной половине частоты тряски
— в этом случае параметр, изменяемый периодически, 
— это ускорение силы тяжести g. 

Для простого случая осциллятора (системы с небольшим числом 
степеней свободы) это явление называется параметрическим 
резонансом и знакомо всякому ребенку на качелях, который 
приседает и распрямляется с частотой в два раза большей, чем 
частота качаний, — в этом случае варьируемым параметром 
является длина маятника 𝐿, т. е. расстояние от точки подвеса до 

центра тяжести. В обеих случаях варьируется частота 𝑔/𝐿, 
являющаяся параметром гамильтониана.



Нелинейное уравнение Шредингера











−𝑖Ω𝐴 = 𝐴0𝑘
2𝜔′′𝜑/2,

−𝑖Ω𝜑 = 2𝑇𝐴0𝐴 + 𝐴𝑘2 Τ𝜔′′ 2𝑇𝐴0



Опишем сначала смысл этого критерия неустойчивости на языке классических волн. 
Классически мы определяем частоту как минус производную по времени от фазы: 𝜑𝑡 =
−𝜔. Частота нелинейной волны зависит как от волнового числа, так и от амплитуды. 
Первые производные частоты по амплитуде и волновому числу равны нулю в нуле k =0 
=A для систем, симметричных относительно замены 𝑘 → −𝑘 и 𝐴 → −𝐴. Параметры T и 
ω’’ являются вторыми производными частоты соответственно по амплитуде и волновому 
числу. Таким образом, неустойчивость имеет место, когда поверхность ω(k, A) имеет 
седловую точку в нуле, минимум же и максимум устойчивы. На качественном уровне 
можно объяснить развитие модуляционной неустойчивости двумя способами, 
спектральным и пространственно-временным. Со спектральной точки зрения, для 
неустой-чивости необходим четырех-волновой резонанс между основной частотой и 
частотами модуляций. Для этого дисперсионные поправки к частотам воз-мущений
(имеющих ненулевой k) должны быть скомпенсированы нелинейным сдвигом частоты. 



С пространственно-временной точки зрения неустойчивость можно понять, рассмотрев 
эволюцию локального минимума амплитуды, например, при ω’’ > 0 и T<0. Там, где 
возмущение создает локальный минимум амплитуды, частота максимальна вследствие 
T<0. Рассмотрим локальное волновое число 𝐾 = 𝜑𝜉, чья производная по времени 𝐾𝑡 =

𝜑𝜉𝑡 = −𝜔𝜉 меняет знак, проходя через экстремум частоты. Иными словами, K будет 

расти справа от максимума ω и убывать слева от него. 
Поскольку ω’’ > 0, то групповая скорость ω’ растет 
с K, т. е. растет справа и убывает слева, 
что приводит к разбеганию правой и левой частей
(как показано стрелками на рисунке)  
и дальнейшему углублению минимума.

Одно из проявлений этой неустойчивости 
нам знакомо: волны, приходящие к берегу, 
имеют разные амплитуды, иными словами, 
амплитуда промодулирована.



Проверим критерий Лайтхилла для длинных гравитационных

волн ωk ∝√k, так что 𝜔′′?



Проверим критерий Лайтхилла для длинных гравитационных

волн ωk ∝√k, так что 𝜔′′ < 0. В отличие от маятника и вопреки

наивной интуиции частота растет с амплитудой и T > 0; 

это связано с тем, что для волн большей амплитуды профиль 

все более отличается от синусоидального тем, что гребни 

делаются острее, достигая резкого угла в 120◦ для достаточно 

большой (но конечной) амплитуды. 

Поскольку Tω’’< 0, длинная гравитационная волна 

действительно должна быть неустойчива относительно 

продольных модуляций. 

Эта неустойчивость, конечно, наблюдалась многими 

поколениями мореплавателей, но была впервые воспроизве-

дена в контролируемом эксперименте и описана 

Бенджамином и Фэйром в 1967 году, поэтому носит их имя. 

Инкремент неустойчивости максимален для волнового числа 

𝑘 = 𝐴0 −2𝑇/𝜔′′, что зависит от амплитуды волны. 

Согласно морскому фольклору, однако, девятый вал самый 

страшный. Максимальный инкремент неустойчивости 

квадратичен по амплитуде волны.

.









Результат модуляционной неустойчивости:
солитон и коллапс.
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солитон и коллапс.







Одномерные солитоны и фронты



Одномерные солитоны

Слева: Энергия как функция амплитуды бегущей волны и профиль волны. Верхняя часть соответствует 
неустойчивости монохроматической волны (конденсата), результат которой - стационарная волна, солитон. 
Нижняя часть соответствует устойчивому конденсату, где стационарная волна — это фронт. 
Справа – солитон огибающей.



В квадратной скобке - групповая скорость u, что в два раза больше фазовой скорости, 
задаваемая экспонентой, как и должно быть для волн с квадратичной зависимостью 
частоты от волнового вектора. 

Одномерный солитон огибающей



Самофокусировка и волновой коллапс



Самофокусировка и волновой коллапс



Экзамен -экспериментальная работа на выбор. 
Описание может включать видео, фотографии, скетчи, 

формулы – на ваше усмотрение. Опишите наблюдаемые 
явления и попробуйте объяснить их.

1. Найдите водоем не меньше 4-5 метров в диаметре. Дождитесь 
безветренной погоды, чтобы поверхность воды была спокойной. 
Бросьте в воду небольшой камешек (меньше 3 см). Опишите и 
объясните, что происходит с поверхностью воды со временем.

2. Найдите раковину с краном и плоским дном. Откройте кран сначала со 
слабой струей, потом все сильнее и сильнее. Опишите, что происходит 
со струей и что происходит с водой, растекающейся по дну раковины.

Удачи!


